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Dowéd
Przed dowodem obu implikacji wprowadzmy zmienne pomocnicze:
1+V3 1-V3
T=—, T=— o, w=T'=24V3, 5=7=2-V3

Zauwazmy, ze 7T = 1, ww = 1.
1

Indukeyjnie mozna pokazaé, ze ciag (r,) jest réwny ciagowi T;, = w?" 4w
(wystarczy sprawdzié, ze ciag (T,,) spelnia dwa warunki definiujace ciag (r,,)).

=: Rozpatrzmy pierscien R = {a +bV/3:a,b€{0,1,2,..., M, — 1}} ze standar-
dowym dodawaniem:

(a+ b\/§) + <a1 +b1\/§) = (a+a1)a, V3 + (b+ b)), V3,

gdzie (a+a1)n,, (b+b1)n, 0znaczaja reszty z dzielenia przez M,. Mnozenie w pier-
Scieniu R okreslamy tak:

(a+bV3) - (a1 +b1V3) = (aa; + 3bbi)ar, + (abi + bay)a, V3.
Element 27 € R podnosimy do potegi M,:

(1+x/§)Mp—1+<Afp>\/§+...+\/§ =1+3"% (mod M,);

wykorzystaliémy podzielnosé sktadnikdw (lef’) V3., (MAjﬁl)\/gMp_l przez M,. Po-
niewaz M, = —1 (mod 8), wiec 2™ =1 (modM,,); ponadto M, = 1 (mod 3)
wiec
Mp—1
7 = —1 (mod M,).
Stad
™r =7 M+l = 77 = —1 (mod M,).

Ostatecznie 72 = w, w? ' 4+ 1 =0 (mod M,). Mnozac ostatni@ kongruencje przez
w¥ i korzystajac z réwnosci ww 1, otrzymujemy w4+ @ " = 0 (mod M,).
Ale pokazali$my wezeéniej, ze w? ~ + 52]%2

przez M.

= 7p_1, Wiec liczba r,_; jest podzielna

<: Implikacja ta jest ,wazniejsza” w kontekscie uzywania implementacji algorytmu
Lucasa-Lehmera.
Zauwazmy, ze z poprzednich rozwazan wynikaja dwie kongruencje
(1) w? ' = —1 (mod M,), w¥ =1 (modM,).
Zalézmy teraz nie wprost, ze M), jest liczbg ztozona i niech ¢ bedzie jej dzielnikiem
pierwszym takim, ze g < \/M,,. Zamiast pier§cienia R bedziemy teraz rozpatrywac
pierscien

Ri={a+b/3:a,6€{0,1,...,q}}

z podobnie jak w R okreslonymi dziataniami.
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Zauwazmy, ze element w € Ry jest w tym pierscieniu odwracalny (ww = 1). Ele-
ment w nalezy do grupy elementéw odwracalnych pierscienia R; (nazwijmy ja G).
Kluczowe dla naszych rozwazan réwnosci (1) zachodza takze w Ry, tzn.

w” ' = —1 (mod ¢), w¥ =1 (mod q).
7 powyzszych rownoéci wynika, ze rzad w w G jest réwny 2P. Widzimy, ze
Gl < (¢—1)* < M,,

ale z drugiej strony rzad elementu w przekracza M,. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy
dowdd implikacji <. O

Od dawna matematykéw interesowalo istnienie formuty dajacej nieskonczony
ciag roznych liczb pierwszych. W sredniowieczu rozpowszechnione bylto przekona-
nie, ze wzor f(n) = n?+n+41 jest taka formula. Rzeczywiscie dlan =1,2,...,39
wartosci f(n) sa liczbami pierwszymi, ale f(40) = 40 - 41 + 41 = 41%. Jednak
do dzi$ nie wiadomo, czy ciag f(n) zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych.
Wykazemy teraz, ze formuly takiej nie mozna zbudowaé¢ za pomoca wielomianu
o wspotczynnikach catkowitych.

TWIERDZENIE 11.7 (Goldbach)

Nie istnieje wielomian f(x) = agx® +a1x* 1 +.. . +ap, k> 1, a; € Z, ag # 0, taki
ze f(n) jest liczbg pierwszq dla kazdego n € N.

Dowdd

Niech dla n = ng warto$¢ f(ng) = p bedzie liczba pierwsza. Dla kazdego catkowi-
tego t wyrazenie f(ng + tp) mozna przeksztalcié nastepujaco:

f(no +tp) = ap(no +tp)* + ...+ ar_1(no + tp) + ax
= aon’g + am’g*l + ...+ ap_1no + ag ‘HUQ(t)
= f(no) + pa(t) = p+ pq(t) = p(1 + q(t)),
gdzie q(t) jest wielomianem o wspdlczynnikach calkowitych. Stad p|f(no + tp),
wiec albo f(ng + tp) jest liczba zlozona, albo f(ng + tp) = +p lub 0. Ale ¢ jest
dowolne, a wielomian stopnia k o wspétczynnikach catkowitych moze przyjmowaé

te sama warto$¢ w co najwyzej k argumentach, wiec istnieje ¢, takie, ze f(ng—+top)
jest liczba ztozona. O

Twierdzenie 11.7 mozna uog6lnié (por. zad. 70).

W.H. Mills” w 1947 roku wykazal, ze istnieje liczba rzeczywista r, taka ze
fr(n) = [r*"] € P dla kazdego n > 1 (por. zad. 75). Jednak wystepujaca w tej
formule liczba r nie jest dana explicite. Wiadomo, ze istnieje nieskonczenie wiele
takich liczb r. W 2005 roku Caldwell i Cheng udowodnili, ze przy zalozeniu praw-
dziwosci hipotezy Riemanna r > 1,3063. ..

7 Mills W.H., A prime-representing function, Bulletin of the American Mathematical Socie-
ty 53, 604 (1947).



